
ЛЕКЦИЯ 12

КОЛЕБАНИЯ

1. Вынужденные колебания

Рис. 12.1

Источник колебаний 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸 запитывает последовательный колебательный кон-
тур, состоящий из сопротивления 𝑅, катушки индуктивности 𝐿 и конденсатора емко-
стью 𝐶.

𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸(𝑡) = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 cos(Ω𝑡 + 𝜙).

Запишем уравнение колебаний.

𝐿𝑑𝐼
𝑑𝑡

+ 𝑅𝐼 + 1
𝑐

∫ 𝐼 𝑑𝑡 = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 cos(Ω𝑡 + 𝜙).

Сумма ЭДС, действующих в контуре, равна сумме падений напряжений на элементах
контура. Сумма падений напряжений равна:

𝑅𝐼 + 1
𝑐

∫ 𝐼 𝑑𝑡.

ЭДС самоиндукции равна:

−𝐿𝑑𝐼
𝑑𝑡

.

В данном случае 𝐿u�u�
u�u� выступает в качестве напряжения на катушке.
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Рис. 12.2

Решать такое уравнение удобно при помощиметода комплексных амплитуд. Рас-
смотрим тригонометрический круг.

По оси 𝑥 отложим действительную часть комплексного числа ̂𝑧, а по оси 𝑦 — мнимую.

̂𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖,

где 𝑖 =
√

−1. Пусть | ̂𝑧| = 1. Тогда получим (см. рис. 12.2):

𝑎 = cos 𝜙, 𝑏 = sin 𝜙.

Откуда следует, что:
̂𝑧 = cos 𝜙 + 𝑖 sin 𝜙 = eu�u�,

где 𝜙 — фаза комплексного числа.

eu� u�
2 = 𝑖, eu�u� = −1, e2u�u� = 1.

cos 𝜙 = ℜ ̂𝑧.
Перейдем из действительной области в комплексную.

𝐿𝑑 ̂𝐼
𝑑𝑡

+ 𝑅 ̂𝐼 + 1
𝑐

∫ ̂𝐼 𝑑𝑡 = ̂𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 cos(Ω𝑡 + 𝜙), ̂𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�u� .

Решение будем искать в виде:
̂𝐼 = ̂𝐼0 eu�Ωu� .

Тогда получим:
̂𝐼0 [𝑅 + 𝑖(Ω𝐿 − 1

Ω𝐶
)]

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
̂u�

= ̂𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0,

где ̂𝑍 — импеданс колебательного контура. Его можно представить в виде:

̂𝑍 = |𝑍| eu�u�,

|𝑍| = 𝑍0 = √𝑅2 + (Ω𝐿 − 1
Ω𝐶

)2, tg 𝜓 =
Ω𝐿 − 1

Ωu�
𝑅

.

Величины Ω𝐿 и 1
Ωu� называют импедансом или сопротивлением переменного

тока катушки и конденсатора соответственно. Также Ω𝐿 называют реактивным со-
противлением катушки.
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Тогда получим:

̂𝐼 =
̂𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0
̂𝑍

eu�Ωu� = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�u�

𝑍0 eu�u� eu�Ωu� = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0
𝑍0

eu�(Ωu�+u�−u�) .

Запишем решение в действительном виде:

𝐼(𝑡) = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0
𝑍0

cos(Ω𝑡 + 𝜙 − 𝜓).

Рассмотрим векторную диаграмму (см. рис. 12.3). Представим силу тока в качестве
вектора, вращающегося с угловой скоростью Ω. В любой момент времени вектор тока
представляет собой проекцию на заданное направление.

Рис. 12.3

Напряжение на резисторе — это падение напряжения, совпадающее по фазе с током.
Напряжение на катушке опережает по фазе ток на u�

2 . Отставание возникает из-за само-
индукции катушки. Для конденсатора все наоборот. Ток по фазе опережает напряжение
на u�

2 .
Сложим все вектора напряжения и получим вектор 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0. Отсюда видно, что

он опережает вектор тока на угол 𝜓. Если 𝜓 = 0, то падение напряжения на конденса-
торе и катушке равны по модулю и компенсируют друг друга. В этом случае наступает
резонанс. Это означает, что

| ̂𝑍| = 𝑅.

В этом случае:
𝑈0u� = 𝑈0u� = 𝑄𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸,

где 𝑄 — добротность.
𝑖0 = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0

𝑅
,

𝑈u�u� = 𝑖0𝑋u� = 𝑖0
1

Ω𝐶
= 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0

𝑅Ω𝐶
= 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0

𝑄
,

где 𝑋u� — импеданс конденсатора.
Аналогичное соотношение можно получить и для катушки.
Рассмотрим фазовую характеристику колебательного контура.
Если контур идеальный (𝑅 = 0), то сдвиг по фазе составляет u�

2 или −u�
2 . Скачок будет

происходить на резонансной частоте 𝜔0.

𝜔2
0 = 1

𝐿𝐶
.
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Рис. 12.4

При малых частотах в контуре преобладает емкостной характер сопротивления. Ко-
гда Ω > 𝜔0, основное сопротивление достигается на катушке. Если 𝑅 ≠ 0, то характери-
стика будет иметь вид арктангенса (см. рис. 12.4).

Задача 10.56.
В схеме (см. рис. 12.5) требуется получить сдвиг фаз 90∘ между входным напряжени-

ем 𝑉 и выходным напряжением 𝑈 . При каком соотношении между параметрами схемы
это возможно? Построить для этого случая векторную диаграмму для напряжений на
элементах системы.

Решение.

Рис. 12.5

Обозначим левую цепочку индексом 1, а правую — индексом 2.

̂𝐼1 =
̂𝑉

𝑅 + 𝑖Ω𝐿
, ̂𝐼2 =

̂𝑉
𝑅 + 1

u�Ωu�
.

̂𝑉u�1
= 𝑅 ̂𝐼1 =

̂𝑉 𝑅
𝑅 + 𝑖Ω𝐿

,

̂𝑉u�2
= 𝑅 ̂𝐼2 =

̂𝑉 𝑅
𝑅 + 1

u�Ωu�
= 𝑖 ̂𝑉 𝑅Ω𝐶

1 + 𝑖𝑅Ω𝐶
.

Тогда

̂𝑈 = ̂𝑉u�1
− ̂𝑉u�2

= ̂𝑉 𝑅 [ 1
𝑅 + 1

u�Ωu�
− 𝑖Ω𝐶

1 + 𝑖𝑅Ω𝐶
] =

= ̂𝑉 𝑅 1 + 𝑖𝑅Ω𝐶 − 𝑖𝑅Ω𝐶 + Ω2𝐿𝐶
𝑅(1 − Ω2𝐿𝐶) + 𝑖(𝐿 + 𝐶𝑅2)

= ̂𝑉 𝑅𝐾.
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Нужно получить сдвиг фаз 90∘ между входным и выходным напряжениями. Это
возможно, если коэффициент 𝐾 чисто мнимый, т. е.

1 − Ω2𝐿𝐶 = 0, Ω2 = 1
𝐿𝐶

.

̂𝑈 = − 2𝑖 ̂𝑉 𝑅
Ω(𝐿 + 𝐶𝑅2)

= −𝑖 2𝑅
√

𝐿𝐶
𝐿 + 𝐶𝑅2

̂𝑉 .

Рассмотрим векторную диаграмму.

Рис. 12.6

Рассмотрим вектора напряжений. Заметим, что их концы будут лежать на окружно-
сти с диаметром 𝑉 . Векторная диаграмма вращается с угловой скоростью Ω. Таким об-
разом, данная схема представляет собой фазовращатель. Положение точки на окруж-
ности можно регулировать изменением сопротивления резисторов, т. е. с помощью ре-
зистора можно менять фазу между входом и выходом.

Задача 10.27.
Дан черный ящик с двумя внешними клеммами. Внутри него собрана схема из ин-

дуктивности с малыми омическими потерями, емкости и сопротивления. Известно, что
если подать на клеммы постоянное напряжение 1 В, то ток будет равен 10 мА. При пере-
менном напряжении 1 В на частоте 50 Гц ток равен 10 мА. С ростом частоты ток падает,
достигает минимума при частоте 500 Гц, а затем постоянно возрастает до предельного
значения 10 мА. Нарисовать схему черного ящика и определить ее параметры.

Решение.

Рис. 12.7

В данной задаче речь идет о резонансе токов, который достигается при параллель-
ном соединении элементов 𝐿 и 𝐶. Т. к. и на нулевой частоте, и на очень большой частоте
ток равен 10 мА, то это говорит о том, что элементы 𝐿 и 𝐶 равноправны. Следовательно,
резистор подключен последовательно.
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Рис. 12.8

Такой контур, где элементы 𝐿 и 𝐶 включены параллельно друг другу, называется
фильтр-пробка.

Рассмотрим зависимость тока от частоты.

Рис. 12.9

При резонансе ток контура равен нулю, а импеданс равен бесконечности.

̂𝑍 = �̂�u��̂�u�

�̂�u� + �̂�u�
=

Ω𝐿 ⋅ 1
Ωu�

Ω𝐿 − 1
Ωu�

.

Найдем активное сопротивление (на постоянном токе).

𝑅 = 𝑈=
𝐼=

= 1B
10−2mA

= 100 Ом.

𝐿𝐶 = 1
𝜔2

0
= 1

(2𝜋 ⋅ 500)2 ≈ 10−7c2.

При 𝜔 ≠ 𝜔0 получим:

̂𝑍 = 𝑅 +
1

𝑖Ω𝐶 + 1
u�Ωu�

= 𝑅 + 𝑖Ω𝐿
1 − Ω2𝐿𝐶

= 𝑅 + 𝑖 Ω𝐿
1 − Ω2

u�2
0

.

При частоте 𝑓 = 50 Гц
| ̂𝑍| = ∼ 1B

∼ 10−3A
= 1000 Ом.

Заметим, что:
| ̂𝑍|2 ≫ 𝑅2,
Ω2 ≪ 𝜔2

0.
Тогда получим:

| ̂𝑍|2 = 𝑅2 + ( Ω𝐿
1 − Ω2

u�0

)
2

≈ ( Ω𝐿
1 − Ω2

u�0

)
2

≈ Ω𝐿.
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Отсюда следует, что:

𝐿 = | ̂𝑍|
Ω

= 103

2𝜋 ⋅ 50
= 3,2 Гн,

𝐶 = 𝐿𝐶
𝐿

= 10−7

3,2
= 3,14 ⋅ 10−8Ф = 0,031 мкФ.

Задача 10.12.
Показать, что в контуре (см. рис. 12.10) амплитуда силы тока 𝐼 при отклонении

частоты внешней ЭДС на небольшую величину 𝛿𝑓 от резонансной частоты 𝑓0 будет
связана с амплитудой силы тока при резонансе 𝐼0 следующим соотношением:

𝐼 = 𝐼0

√1 + (2Δu�
u�0

)
2

𝑄2
,

где 𝑄 = 1
u� √ u�

u� — добротность контура.
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Решение.

Рис. 12.10

Пусть Ω — частота источника, 𝜔0 — резонансная частота.

𝐼 = 𝑈

√𝑅2 + (Ω𝐿 − 1
Ωu� )

= 𝑈/𝑅

√1 + (Ωu�
u� − 1

Ωu�u� )2
.

Рассмотрим величину
Ω𝐿
𝑅

− 1
Ω𝑅𝐶

.

Домножим ее на 𝜔0.

Ω𝐿𝜔0
𝑅𝜔0

− 𝜔0
Ω𝑅𝐶𝜔0

= 𝑄2 [ Ω
𝜔0

− 𝜔0
Ω

]
2

= 𝑄2 [(Ω − 𝜔0)(Ω + 𝜔0)
𝜔0Ω

]
2

.

Вблизи резонанса 𝜔0 ≈ Ω. Обозначим Ω − 𝜔0 = ΔΩ, Ω + 𝜔0 = 2𝜔0. Тогда получим:

𝐼 = 𝐼0

√1 + 𝑄2 (2u�u�
u�0

)
2

= 𝐼0

√1 + 𝑄2 (2ΔΩ
u�0

)
2
.

Построим график зависимости ΔΩ
u�0

от u�
u�0
.

Рис. 12.11

Рассмотрим ширину графика на высоте u�
u�0

= 1√
2 . Получим:

1√
2

= 1

√1 + 𝑄2 (2ΔΩ
u�0

)
2
,

𝑄2 (2ΔΩ
𝜔0

)
2

= 1, ⇒ 2ΔΩ
𝜔0

= 1
𝑄

.
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Рассмотрим частотную характеристику колебательного контура.

Рис. 12.12

Пусть входной сигнал 𝑓(𝑡), выходной сигнал 𝑔(𝑡) — напряжение на конденсаторе.
Пусть ̂𝑓 = eu�u�u�. Найдем, чему равен сигнал 𝑔(𝑡).

𝐿 ̈𝑞 + ̇𝑞𝑅 + 𝑞
𝐶⏟

u�(u�)

= eu�u�u� .

Следовательно:
̇𝑞 = 𝑐 ̇𝑔, ̈𝑔 = 𝑐 ̈𝑔.

Тогда получим:
𝐿𝐶 ̈𝑔 + 𝑅𝐶 ̇𝑔 + 𝑔 = eu�u�u�,
̈𝑔 + 2𝛿 ̇𝑔 + 𝜔2

0𝑔 = 𝜔2
0 eu�u�u� .

Таким образом, было получено уравнение колебаний. Решение будем искать в виде:

̂𝑔(𝑡) = �̂�(𝜔) eu�u�u�,

где �̂�(𝜔) — частотно-фазовая характеристика. Тогда получим:

−𝜔2�̂� + 2𝛿𝑖𝜔�̂� + 𝜔2
0�̂� = 𝜔2

0.

�̂�(𝜔) = 𝜔2
0

𝜔2
0 − 𝜔2 + 2𝑖𝛿𝜔

.

|�̂�(𝜔)| — частотная характеристика (см. рис. 12.13).

Рис. 12.13

|�̂�(𝜔)| = 𝜔2
0

√4𝛿2𝜔2 + (𝜔2
0 − 𝜔2)2

.
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𝜙(𝜔) — фазовая характеристика.

𝜙(𝜔) = arctan −2𝛿𝜔
𝜔2

0 − 𝜔2 .

Задача 10.20.
При снятии резонансной кривой колебательного контура (см. рис. 12.14) с малым

затуханием найдено: выходное напряжение максимально при частоте 𝑓0 = 1,6 кГц; при
частотах 𝑓 ≪ 𝑓0 это напряжение равно 𝑉0 = 1 В. Чему равно выходное напряжение 𝑉1
при частоте 𝑓1 = 16 кГц?

Решение.

Рис. 12.14

Источник: 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�.
На выходе: ̂𝑉вых = �̂�(Ω)𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�.

|�̂�(Ω)| = 𝜔2
0

√4𝛿2Ω2 + (𝜔2
0 − Ω2)2

= 𝜔2
0

Ω√4𝛿2 + 1
Ω2 (𝜔2

0 − Ω2)2
.

Значением 𝛿 можно пренебречь (по условию). Тогда получим:

|�̂�(Ω)| ≈
𝜔2

0

|𝜔2
0 − Ω2|

.

Откуда следует:
̂𝑉вых =

𝜔2
0𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�

|𝜔2
0 − Ω2|

.

Вдали от резонанса при Ω ≪ 𝜔0:

̂𝑉0 вых ≈ 𝜔2
0𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�

𝜔2
0

= 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�,

| ̂𝑉0 вых| = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 = 1 В.

При Ω ≫ 𝜔0 получим:
̂𝑉1 вых ≈ 𝜔2

0𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 eu�Ωu�

Ω2 ,

| ̂𝑉1 вых| = 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝐸0 ∣𝑓0
𝑓

∣
2

= 10−2 В.
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