
ЛЕКЦИЯ 12

НЕЗАТУХАЮЩИЕ И
ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ.

ОПИСАНИЕ ВОЛН.
НЕИНЕРЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ.
ВРАЩАЮЩИЕСЯ СИСТЕМЫ

ОТСЧЕТА

1. Колебания. Фазовый портрет
Рассмотрим такое понятие как фазовый портрет. Если точка совершает гармониче-
ские колебания, например математический маятник, то, как мы уже об этом говорили,
можно рассмотреть так называемую фазовую плоскость (см. рис. 12.1).

Рис. 12.1

𝑥 = 𝐴 cos (𝜔𝑡 + 𝜑0) ,
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̇𝑥
𝜔

= 𝑃 = −𝐴 sin (𝜔𝑡 + 𝜑0, )

𝑥2 + ( ̇𝑥
𝜔

)
2

= 1.

Возбуждение колебаний силой периодического характера. Период вынужденных толч-
ков будет отличаться от периода незатухающих колебаний.

Рис. 12.2

𝑃 =

u�+u�
∫
u�

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

𝑚𝜔0
.
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Толкание начинается из состояния 𝑥 = 0, 𝑝 = 0. 𝑇 > 𝑇0, Т0 — период собственных
колебаний.

Рис. 12.3

Рис. 12.4

Толчки маятника на затухающем осцилляторе.

𝑥u� − 𝑥u�−1 = 𝐴 − 𝐴𝑒−u�u� = 𝐴(1 − 𝑒−u�) ≈ 𝐴 (1 − 1 + 𝑑 − 𝑑2

2
+ ...) ≈ 𝐴𝑑.

где 𝑑 — логарифмический декремент затухания.
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Рис. 12.5

Без толчков уменьшение колебаний происходит по геометрической прогрессии. Без
трения был бы рост по алгебраической прогрессии (см. рис. 12.6).

Рис. 12.6

𝑃u� = 𝑃u�−1𝑒−u� + 𝑃.

В Р ∗ рост колебаний прекратится, они станут стационарными (см. рис. 12.7).

𝑃u� = 𝑃u�−1 = 𝑃 ∗,

𝑃 ∗ = 𝑃
1 − 𝑒−u� ,

𝑑 ≪ 1 → 𝑃 ∗ ≈ 𝑃
𝑑

= 𝑄
𝜋

𝑃 .
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Рис. 12.7

Рис. 12.8

Осциллограмма процесса имеет вид, показанный на рис. 12.9.

Рис. 12.9

В точках, помеченных пунктирной линией, происходят толчки.
Колебания незатухающие. Они не имеют больше синусоидальный характер.

2. Волны
Волны происходят при периодическом возбуждении колебаний с определенными пара-
метрами (периодом, амплитудой). Волны, как и колебания, бывают поперечные и про-
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дольные. К поперечным волнам можно отнести волны на поверхности воды, электро-
магнитные волны; к продольным можно отнести звуковые волны.

Предположим, возмущение имеет следующий вид (оно распространяется со скоро-
стью 𝑉 ) (см. рис. 12.10)

Рис. 12.10

Условие сохранение формы выполняется при следующих соотношениях:

𝑆 (𝑥, 𝑡) = 𝑆 (𝑥 + Δ𝑥, 𝑡 + Δ𝑡) ,

𝑆 (𝑥, 𝑡) = 𝑆 (𝑡 − 𝑥
𝑉

) ,

𝑡 − 𝑥
𝑉

= 𝑡 + Δ𝑡 − 𝑥 + Δ𝑥
𝑉

= 𝑡 − 𝑥
𝑉

+ (Δ𝑡 − Δ𝑥
𝑉

)
⏟⏟⏟⏟⏟

=0

= 𝑡 − 𝑥
𝑉

.

Тогда функция имеет вид

𝑆 (𝑥, 𝑡) = 𝐴 cos (𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) = 𝐴 cos [𝜔 (𝑡 − 𝑘
𝜔

𝑥)] .

Фазовая скорость волны
𝑉 = 𝜔

𝑘
.

Частота колебаний
𝜔 = 2𝜋

𝑇
.

Волновое число
𝑘 = 2𝜋

𝜆
.
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Длина волны — 𝜆 [м] (см. рис. 12.11).
Рассмотрим волну при постоянном времени, то есть зависимость колебаний от коор-

динаты при фиксированном времени; в другой момент времени гребень сместится, то
есть волна подвижна во времени, что видно из уравнения 𝑆(𝑥, 𝑡) (см. рис. 12.12).

Рис. 12.11

𝑘 = 𝜔
𝑉

= 2𝜋
𝜆

, 𝑉 = 𝜔
𝑘

=
2u�
u�
2u�
u�

= 𝜆
𝑇

Рис. 12.12

Неинерциальные системы отсчета
Земля в действительности неинерциальная система, но во многих идеальных задачах

принимается как ИСО.
В неподвижной лабораторной системе отсчета 𝑂′𝑋′𝑌 ′𝑍′ расположена подвижная

система отсчета 𝑂𝑋𝑌 𝑍 (см. рис. 12.13):

⃗𝑔 + ⃗𝑟 = ⃗𝑟′, 𝑑 ⃗𝜌
𝑑𝑡

= ⃗𝑉0 = const

Преобразование Галилея:

⃗𝑟′ = ⃗𝑟 + ⃗𝑉0𝑡, 𝑡′ = 𝑡, ̈𝑔 = 0
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Рис. 12.13

Продифференцируем преобразования Галилея

̇⃗𝑟
′

= ̇⃗𝑟 + ⃗𝑉о.

В итоге получаем:

̇⃗𝑟
′

= ⃗𝑉абс, ̇⃗𝑟 = ⃗𝑉отн, ⃗𝑉о = ⃗𝑉пер, ⃗𝑎абс = ⃗𝑎отн.

Рассмотрим задачу, в которой подвижная система отсчета (С. О.) движется посту-
пательно и ускоренно. В этом случае правила сложения скоростей и ускорений будут
выглядеть следующим образом:

⃗𝑟′ = ⃗𝑟 + ⃗𝜌,
⃗𝑉абс = ⃗𝑉отн + ⃗𝑉пер,

⃗𝑎абс = ⃗𝑎отн + ⃗𝑎пер.

Запишем 2-й закон Ньютона для:

1. Неподвижной С. О.:
⃗𝐹 = 𝑚 ⃗𝑎абс = 𝑚 ( ⃗𝑎абс + ⃗𝑎пер) .

2. Подвижной С. О.:
𝑚 ⃗𝑎отн = ⃗𝐹 − 𝑚 ⃗𝑎пер.

Последний член — сила инерции:

Φ = 𝑚 ⃗𝑎пер.

Рассмотрим систему К , которая движется произвольно (см. рис. 12.14).

| ⃗𝑖| = | ⃗𝑗| = |𝑘⃗|
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Рис. 12.14

Рис. 12.15

Рассмотрим движение вектора 𝑖 относительно вектора 𝜔 (рис. 12.15).

|𝑑 ⃗𝑖| = | ⃗𝑖| sin 𝜃,

𝑑 ⃗𝚤
𝑑𝑡

= [𝑑𝜑⃗
𝑑𝑡

⃗𝚤] = [𝜔⃗ ⃗𝚤] .

Это справедливо и для векторов ⃗𝑗 и 𝑘⃗

𝑑 ⃗𝑗
𝑑𝑡

= [𝜔⃗ ⃗𝑗] ,

𝑑𝑘⃗
𝑑𝑡

= [𝜔⃗𝑘⃗] .

Эти соотношения необходимы, чтобы исследовать произвольное движение точки М
в неинерциальной С. О.

Координаты точки М
⃗𝑟 = 𝑥 ⃗𝚤 + 𝑦 ⃗𝚥 + 𝑧𝑘⃗,

𝑑 ⃗𝑟
𝑑𝑡

= ̇𝑥 ⃗𝚤 + ̇𝑦 ⃗𝚥 + ̇𝑧𝑘⃗ + (𝑥𝑑 ⃗𝚤
𝑑𝑡

+ 𝑦𝑑 ⃗𝚥
𝑑𝑡

+ 𝑧𝑑𝑘⃗
𝑑𝑡

) = ⃗𝑉отн + [𝜔⃗ ⃗𝑟] .

http://lectoriy.mipt.ru/
pulsar@phystech.edu


! Конспект не проходил проф. редактуру, создан студентами и,
возможно, содержит смысловые ошибки.

Следите за обновлениями на lectoriy.mipt.ru.
10

! Для подготовки к экзаменам пользуйтесь учебной литературой.
Об обнаруженных неточностях и замечаниях просьба писать на

pulsar@ phystech. edu

Исходя из полученного соотношения, правило сложения скоростей будет иметь вид

⃗𝑟′ = ⃗𝑟 + ⃗𝜌,

̇⃗𝑟
′

= ̇⃗𝑟 + ̇⃗𝜌,
⃗𝑉абс = ⃗𝑉О + ⃗𝑉пер + [𝜔⃗ ⃗𝑟] .

Продифференцируем и получим правило сложения ускорений:

̈ ⃗𝑟 = ⃗𝑎абс = ⃗𝑉О + ⃗𝑉отн + [ ̇𝜔⃗ ⃗𝑟] + [𝜔⃗ ̇⃗𝑟] ,

̇⃗𝑉 отн = ̈𝑥 ⃗𝚤 + ̈𝑦 ⃗𝚥 + ̈𝑧𝑘⃗ + ( ̇𝑥 ̇⃗𝚤 + ̇𝑦 ̇⃗𝚥 + ̇𝑧 ̇𝑘⃗) ,

⃗𝑎отн = ̈𝑥 ⃗𝚤 + ̈𝑦 ⃗𝚥 + ̈𝑧𝑘⃗,

̇𝑥 ̇⃗𝚤 + ̇𝑦 ̇⃗𝚥 + ̇𝑧 ̇𝑘⃗ = [𝜔⃗ ⃗𝑉отн] ,

̇⃗𝑉 отн = ⃗𝑎отн + [𝜔⃗ ⃗𝑉отн] ,

[𝜔⃗ ̇⃗𝑟] = [𝜔⃗ [ ⃗𝑉отн + 𝜔⃗ ⃗𝑟]] = [𝜔⃗ ⃗𝑉отн] + [𝜔⃗ [𝜔⃗ ⃗𝑟]] ,

[𝜔⃗ [𝜔⃗ ⃗𝑟]] = [𝜔⃗ [𝜔⃗ ⃗𝑟⊥]] .

Изобразим проекции вектора 𝑟 (см. рис. 12.16).

Рис. 12.16

Из рисунка видно, что
[𝜔⃗ ⃗𝑟∥] = 0,

[𝜔⃗ [𝜔⃗ ⃗𝑟⊥]] = 𝜔⃗ (𝜔⃗ ⃗𝑟⊥) − ⃗𝑟⊥𝜔2,

𝜔⃗ (𝜔⃗ ⃗𝑟⊥) = 0,

[𝜔⃗ ̇⃗𝑟] = [𝜔⃗ ⃗𝑉отн] − ⃗𝑟⊥𝜔2.

Полное выражение для абсолютного ускорения произвольно движущейся системы:

⃗𝑎абс = ⃗𝑉о + [ ̇𝜔⃗ ⃗𝑟] − 𝜔2 ⃗𝑟 + 2 [𝜔⃗ ⃗𝑉отн] + ⃗𝑎отн.

http://lectoriy.mipt.ru/
pulsar@phystech.edu

