
ЛЕКЦИЯ 5

ЭЛЕКТРОННЫЕ,
КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ И
ВРАЩАТЕЛЬНЫЕ

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ УРОВНИ В
АТОМЕ

Мы научились решать задачи про положение частицы в потенциальной яме. Мы вы-
яснили, что в трехмерной симметричной яме может не быть стационарного состояния
для частицы. Но если мы переходим в одномерный или двумерный случай, то всегда
существует связанное состояние для частицы.

Но мы хотим описать реальные квантовые системы — атом, молекула, ядро. Потен-
циал там не такой тривиальный.

Начнем с атома. Если взять лампу накаливания и призму, то мы увидим непрерывное
распределение по длине волны (см. рис. 5.1). Но если вместо обычной лампы взять газо-
разрядную, то тогда получится дискретный спектр (линейчатый). Эти атомные спектры
активно изучались, но ответа дать не могли.

В 1885 году Бальмер изучал спектр водорода и получил формулу:

1
𝜆

= 𝑅 ( 1
22 − 1

𝑛2 ) .

Но объяснить он эту формулу не мог. Это называлась серия Бальмера.
Объяснить спектры смог Нильс Бор. Модель атома дал Резерфорд, который показал,

что атомы — это на самом деле пустое место. Размер ядра на 4 порядка меньше, чем
размер атома, который образуется размером электронной оболочки (см. рис. 5.2). Но с
точки зрения классической физики такого быть не могло, потому что в какой-то момент
электрон свалился бы на ядро.

Бор приехал к Резерфорду и попытался объяснить эту модель. Он сказал, что момент
должен квантоваться: 𝑚𝑣𝑟 = 𝑛ℏ. Это ниоткуда не следовало, но с помощью этой форму-
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Рис. 5.1

Рис. 5.2

лу объяснялся атом водорода. При переходе между радиусами происходило излучение
света и легко обосновывалась формула Бальмера (см. рис. 5.3).

Уравнение для электрона:

𝑚𝑣2

[
ℎ] = 𝑒2

𝑟2 , 𝑣 = 𝑛ℏ
𝑚𝑟

, 𝑟u� = ℏ2

𝑚𝑒2 𝑛2.

Получается, что орбита электрона квантуется.

𝑚𝑣𝑟 = 𝑛ℏ, 2𝜋𝑟𝑚𝑣 = 𝑛ℏ2𝜋 = 𝑛ℎ,

ℎ
𝑚𝑣

= 𝜆дБ, 2𝜋𝑟 = 𝑛 ℏ
𝑚𝑣

.

Получается, что длина орбиты равна целому числу длин волн де-Бройля. Это точно
так же, как и для ямы с бесконечно высокими стенками.

𝑟u� = ℏ2

𝑚𝑒2 = ℏ
𝑚𝑐

ℏ𝑐
𝑒2 , 𝛼 = 𝑒2

ℏ𝑐
= 1

137
— постоянная тонкой структуры,
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Рис. 5.3

ℏ
𝑚𝑐

= Λ
2𝜋

— комптоновская длина волны.

Тогда
𝑟u� = Λu�

2𝜋𝛼
= 3 ∗ 10−11 ∗ 137 ≃ 4 ∗ 10−9 = 0.4

∘
A.

А из экспериментов по рассеянию было известно, что размер атома водорода — по-
рядка половины ангстрема.

Теперь мы можем записать и энергию, которая тоже квантуется.

𝐸 = 𝑚𝑣2

2
− 𝑒2

[
ℎ] = − 𝑒2

2𝑟u�
= −𝑒2

2
𝑚𝑒2

𝑛2ℏ2 = 𝑚𝑒2

𝑛2ℏ2 = 𝑚𝑒4

2ℏ2
1
𝑛2

То есть получили, что уровни энергии в атоме водорода квантуются пропорционально
1

u�2 (см. рис. 5.4).

Рис. 5.4

Частота света при переходе электронов с орбиты на орбиту будет:

ℏ𝜔u�u� = 𝐸u� − 𝐸u� = 𝑚𝑒4

2ℏ2 ( 1
𝑛2 − 1

𝑚2 ) .
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По-хорошему, нужно перейти к длине волны, которую измеряют в эксперименте:

1
𝜆

= 𝑚𝑒4

4𝑛𝑐ℏ2 ( 1
𝑚2 − 1

𝑛2 ) ,

𝑚𝑒4

2ℏ2 = 𝑅𝑦 = 13.6эВ.

— эта величина называется Ридбергом.
Другая запись Ридберга:

𝑚𝑐2

2
𝑒4

ℏ2𝑐2 = 𝑚𝑐2

2
( 𝑒2

ℏ𝑐
)

2

= 𝑚𝑐2

2
𝛼2.

То есть это энергия покоя электрона на квадрат постоянной тонкой структуры.
Задачи про нахождение частицы в произвольном потенциале необычайно трудны.

Нас будет интересовать только качественная картина.

1. Квазиклассический метод (метод ВКБ — Вентце-
ля, Крамерса, Бриллюэна)

Когда мы рассматривали бесконечную яму, то движение переходит в классическое при
увеличении главного квантового числа. Это называется принципом соответствия.

Рассмотрим произвольный потенциал и пусть есть связанное состояние 𝐸u�. Каче-
ственно можно сказать какая будет волновая функция — типа синуса. А когда энергия
меньше потенциальной, будет экспоненциальный спад (см. рис. 5.5).

Рис. 5.5

Вспомним про прямоугольную бесконечную яму и аппроксимируем произвольный
потенциал этой ямой. Размер этой ямы должен быть таким же, как движение в реальной
яме (см. рис. 5.6).

Теперь мы сразу найдем, как квантуется энергия:

𝜆дБ = ℎ√
2𝑚𝐸

— длина волны де-Бройля.

𝐿u�(𝐸u�) = 𝑛𝜆
2

— соответствие 𝑛-ой траектории.
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Рис. 5.6

Здесь половина длины волны, потому что у Бора была вся траектория туда-обратно,
а у нас только половина.

В любом потенциале будет энергия

𝐸u� = 𝜋2ℏ2

2𝑚𝐿2
u�

𝑛2.

Посмотрим, как это реально можно применить в настоящих системах.

1.1. Квантовый осциллятор (двухатомная молекула)
Рассмотрим модель осциллятора — шарик массы 𝑚 на пружине жесткостью 𝑘 (см. рис. 5.7).

Рис. 5.7

По теореме вириала

𝑈 = 𝑘𝑥2

2
= 1

2
𝑚𝜔2𝑥2.

1
2

𝑚𝜔2𝐿2
u� ≃ 𝐸u�,

𝐿u� = √ 2𝐸u�
𝑚𝜔2

𝜋𝑛ℏ
√2𝐸u�𝑚

,

𝐸u� = const(𝑛ℏ𝜔).

Состоянию с энергией 𝐸u� соответствует 𝐿u� (см. рис. 5.8).
Получилось, что в гармоническом осцилляторе спектр эквидистантный с дискрети-

зацией ℏ𝜔.
Но еще нужно учесть, что есть нулевая энергия, которая возникает из-за соотношения

неопределенностей. Оценим ее:
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Рис. 5.8

Область локализации: Δ𝑥 = 2𝑥.
Из соотношения неопределенностей:

Δ𝑝 ∼ ℏ
2𝑥

⇒ 𝐸2
0 = 𝑘𝑥2

2
+ ℏ2

8𝑚𝑥2 .

Чтобы найти минимальную энергию:

𝑑𝐸
𝑑𝑥

= 0 ⇒ 𝑘u� − ℏ2

4𝑚𝑥3 = 0,

𝑥2 = ℏ
2
√

𝑘𝑚
,

𝐸min = ℏ𝜔
4

+ ℏ𝜔
4

= ℏ𝜔
2

,

𝐸u� = (𝑛 + 1/2)ℏ𝜔.

Истинный спектр выглядит так, как показано на рис. 5.9.

Рис. 5.9

Обобщим.
Кулоновский потенциал: 𝐸u� ∝ 1

u�2

Энергия осциллятора: 𝐸u� ∝ 𝑛ℏ𝜔
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Но нужна еще вращательная энергия. Прежде чем решить задачу для нее, еще раз
обратимся к кулоновскому потенциалу. Его решение с помощью подхода Бора не совсем
верно, это лишь подход, дающий правильный результат.

Найдем кулоновский потенциал в квазиклассическом приближении.

𝑈 = −𝑍2
u�
[

ℎ], |𝐸u�| = 𝑍2
u�

𝐿u�
,

𝐿u� = 𝑍𝑒2

𝐸u�
≃ 𝜋𝑛ℏ

√2𝑚𝐸u�
,

|𝐸u�| = const𝑍2𝑚𝑒4

ℏ2
1
𝑛2 .

Откуда найти константу? Просто сравним ее с формулой Бора и запишем const = 1/2.
Замечание: когда мы говорим про кулоновский потенциал, то мы должны заменить

массу электрона на приведенную массу

𝜇 𝑚u�
1 + u�u�

u�
.

Поэтому говорят, что

𝑅𝑦 = 𝑅𝑦∞(1 − 𝑚
𝑀

) (после разложения)

— это называется изотопическим сдвигом, который легко наблюдается.
Но нам нужно знать, как квантуется энергия молекулы. Атомное возбуждение состо-

ит из трех типов: электронное возбуждение, колебательное возбуждение, вращательное
возбуждение. Это три системы уровней.

Чтобы разобраться с вращением, нужно понять, какой оператор ему соответствует.

̂𝑝u� = −𝑖ℏ∇ = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑥

.

Для вращения аналогом импульса является момент импульса

𝑀̂u� = −𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝜑

.

Это просто соответствие обычного движения — вращательному.
Нужно найти собственные значения оператора момента количества движения.

𝑀̂u�𝜓 = 𝑀u�𝜓, −𝑖ℏ𝜕𝜓
𝜕𝜑

= 𝑀u�𝜓, 𝑑𝜓
𝜓

= 𝑖
ℏ

𝑀u�𝑑𝜑.

После интегрирования
𝜓 = 𝐴𝑒 u�

ℏ u�u�u�.

Но при вращении состояние полностью повторяется при полном повороте:

𝜑 + 2𝜋 → 𝜑,
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exp [ 𝑖
ℏ

𝑀u�(𝜑 + 2𝜋)] = exp 𝑖
ℏ

[𝑀u�𝜑],

2𝜋𝑀u�
ℏ

= 2𝜋𝑚, 𝑀u� = 𝑚ℏ, 𝑚 = 0, ±1, ±2, …

То есть проекция углового момента на выделенную ось квантуется.
В классике, момент импульса зависит от радиус-вектора, а к квантовой физике — он

всегда считается от центра масс системы. Поэтому 𝑀u� называют угловым моментом, он
зависит только от угла.

Квантование углового момента очень на похоже на квантование импульса в атоме
водорода: 𝑝𝑟 = 𝑚ℏ.

Мы нашли только квантование проекции. Теперь нужно понять, квантуется ли сам
момент. Если в системе нет выделенных направлений (анизатропии), то M может при-
нимать любое значение.

<𝑀>2 = <𝑀u�>2 + <𝑀u�>2 + <𝑀u�>2 = 3<𝑀u�>2,

𝑀u� = 0, ±ℏ, ±2ℏ … ± 𝑙ℏ⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(2u�+1) значений u�u�

, 𝑙 = max{𝑚}.

Но угловой момент не может быть направлен точно по оси, потому что иначе, мы
будем знать точное значение и момента, и всех его проекций. Это невозможно в силу со-
отношения неопределенностей. Мы знаем только проекцию по оси 𝑧. Поскольку угловой
момент может принимать только фиксированные значения, то говорят о пространствен-
ном квантовании (см. рис. 5.10).

Рис. 5.10

<𝑀2
u� > = ℏ

2𝑙 + 1
[𝑙2 + (𝑙 − 1)2 + ⋯ + 0 + ⋯ + (−𝑙)2] =

= ℏ2

2𝑙 + 1
2

u�

∑
1

𝑛2 = 2ℏ2

2𝑙 + 1
𝑙(𝑙 + 1)(2𝑙 + 1)

6
= ℏ2(𝑙)(𝑙 + 1)

3
,

𝑀2 = ℏ2𝑙(𝑙 + 1).

Получается, что и сам момент тоже квантуется, потому что 𝑙 — целое число. То есть
квантуется и момент и его проекция на ось 𝑧: 𝑀u� = 𝑚ℏ. И отсюда видно, что |𝑀u�| < 𝑀 .
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Все это мы делали для того, чтобы посмотреть, как будет квантоваться вращательное
движение. Вращательная энергия:

𝑇вр = ℏ2

2𝑗
𝑙(𝑙 + 1), Δ𝐸u� = 𝐸u� − 𝐸u�−1,

ℏ2

2𝑗
[𝑙(𝑙 + 1) − 𝑙(𝑙 − 1)] = ℏ

2𝑗
2𝑙, 𝐸вращ = ℏ2

2𝑗
𝑙(𝑙 + 1).

Для молекулы:

𝑇вр = ℏ2

2𝑀ат𝑎2 = 𝑎 ≡ 𝑟Б = Λu�
𝛼

= ℏ2

2𝑀
𝛼2𝑚2𝑐2

ℏ2 ,

𝑚𝑐2

2
𝛼2 = 𝑅𝑦.

и тогда получается
𝑇вр ≃ 𝑅𝑦 𝑚э

𝑀ат
.

Энергия маленькая, на уровне 10−4.
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